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Investigacao empirica dos comportamentos de
um conjunto de autdmatos finitos adaptativos

(21 Janeiro 2010)

Nicolau Leal Werneck

Resumo— Este artigo relata um experimento realizado com
autématos finitos adaptativos. Realizou-se uma varredura em um
conjunto destes automatos onde seus comportamentos individuais
foram analisados. Cada autémato produziu uma sequéncia de
nimeros, e estas foram classificadas de acordo com suas regras de
producdo  aritméticas. As estatisticas revelam quais
comportamentos s3o 0os mais comuns neste conjunto, e quais sao os
mais complexos. Especial atencido foi dada para uma série
especifica que aparenta nao possuir uma férmula fechada, e possui
apenas uma relacio de recursao relativamente complexa. O artigo
conclui com a proposta de pontos de partida para novos estudos,
como a investigaciio dedicada de autdmatos finitos adaptativos com
maquinas anulares, e buscar responder questdes mais tedricas,
como a da possibilidade de prever-se o comportamento de um
autémato sem executar sua simulacio.

Palavras chave— Autoématos finitos adaptativos (adaptive
finite automata), séries numéricas, teoria dos niimeros, sistemas
dindmicos.

L INTRODUCAO

STE artigo apresenta resultados de uma investigacdo
empirica das possibilidades oferecidas por automatos
finitos adaptativos (AFAs). Este € um estudo realizado de um
ponto de vista proximo ao de sistemas dinamicos e teoria dos
numeros, similar ao que também € feito no estudo de outros
temas da ciéncia da computacdo, como os automatos celulares.
Uma grande inspiragdo para esta pesquisa foi
justamente o estudo de autdmatos celulares realizado por
Stephen Wolfram nos anos 1980. Uma das investigacdes
realizadas por este pesquisador foi a varredura de todas as
possiveis regras para autOmatos celulares unidimensionais,
bindrios, e com vizinhanca de uma unica célula para cada
direcdo. Foram realizados testes para cada um dos autdmatos

possiveis, e a andlise dos dados produzidos permitiu
identificar o comportamento causado por cada diferente
regra [1].

Muitos autdmatos  apresentaram  apenas um

comportamento trivial ou pouco interessante, como regimes
estaciondrios ou ciclos muito curtos, porém alguns autématos
como as regras nomeadas 110 e 90 possuem comportamentos
de caracteristicas notdveis. Em 2004 foi apresentada uma
prova de que a regra 110 possui poder de computacdo
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universal [2]. Este autdmato € uma das entidades mais simples
que se conhece a apresentar esta caracteristica.

Este artigo apresenta resultados de uma investigacio
semelhante realizada com autdmatos finitos adaptativos.
Assim como nos trabalhos de Wolfram e outros similares, foi
criada uma forma de associar definicdes de AFAs com
numeros inteiros, de forma que a seqiiéncia de zero até um
limite varresse um conjunto de maquinas com caracteristicas
semelhantes. O resultado da execu¢do da maquina partindo de
uma mesma configuragdo inicial foi entdo investigado para
revelar que tipos de comportamentos podem ser encontrados, e
com que frequéncia.

O alfabeto de entrada dos autdmatos estudados €&
constituido por um tnico simbolo. Conforme a cadeia vai
sendo consumida, uma méquina pode retornar ou nao para o
estado final, reconhecendo a cadeia naquele ponto. Se
olharmos para o ndmero de simbolos consumidos a cada
momento que a maquina reconhece a entrada, podemos
considerar que a mdquina estd reconhecendo nimeros que
pertencem a uma série, que estdo sendo escritos em base
undria na entrada da maquina.

Estas séries de numeros reconhecidas por cada
maquina sdo o alvo principal das andlises neste trabalho. Entre
estas séries encontramos basicamente polindmios, expressdes
com exponenciais, e ainda séries periddicas. Algumas séries,
no entanto, ndo podem ser descritas de maneira trivial.
Apresentaremos com detalhes uma destas séries, para a qual
foi determinada uma expressdo apenas para a funcio de sua
geragdo por recursao.

IL METODOLOGIA

Os testes foram realizados com um programa criado a partir
da biblioteca Adaptdide [3]. Os autdmatos que esta biblioteca
€ capaz de simular possuem as seguintes caracteristicas:

i. Transi¢des da maquina podem ou ndo possuir uma funcio
adaptativa associada, ativada no momento em que se verificam
as condicdes para a transicao.

ii. Cada funcdo adaptativa pode ser aplicada antes ou
depois da transi¢do se realizar. Ou seja, podem ser definidas
como do tipo "pré" ou "pds".

iii. Fungdes adaptativas sdo seqiiéncias de acdes adaptativas
realizadas em ordem e de efeito imediato.

iv. Cada agdo adaptativa comum € uma redefinicio do
destino de uma certa transicio da mdquina, e da funcdo
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associada a esta transi¢@o.

v. Os estados s6 podem ser referenciados pelas agdes
adaptativas de forma relativa ao estado atual da execugdo da
maquina. Para isto utiliza-se a maquina como um autdmato
finito comum. Listas de simbolos especificadas sdo
consumidas partindo-se do estado atual da maquina, e o estado
atingido ao final da lista é o estado referenciado.

vi. A criagdo de um novo estado é a segunda forma de
funcdo adaptativa. O ultimo estado criado também pode ser
referenciado nas agdes adaptativas.

Estas caracteristicas dos autdmatos que podem ser
simulados pela biblioteca Adaptéide foram ainda
complementadas por mais restricdes criadas para a realizacdo
dos testes. Os programas que foram estudados sdo todos os
que possuem as seguintes caracteristicas:

i. Exatamente duas funcdes adaptativas sdo definidas,
rotuladas como 'F' e 'G'. Elas podem ser tanto de aplicagdo
anterior quanto posterior a transi¢do. Suas agdes adaptativas
sdo a criagdo de um estado novo ao principio, seguida de duas
defini¢des de transigao.

ii. Apenas quatro estados diferentes podem ser
referenciados pelas a¢des adaptativas: o estado recém criado, o
estado da mdquina onde a fungdo foi ativada, ou ainda os
estados atingidos a partir deste por uma ou duas transi¢des. As
novas transi¢des definidas podem ainda ser ou nfo associadas
a uma das duas fungdes adaptativas.

iii. A execug¢do principia com uma maquina de apenas
um estado, que € um estado de aceitacdo, com uma transicio
para si mesmo associada a func¢do adaptativa 'F'.

Existem no total 4x4x3 acdes adaptativas que podem ser
realizadas. O quadrado deste nimero multiplicado por dois € o
numero de fungdes adaptativas possiveis, e o quadrado deste €
o nimero de maquinas analisadas nesta pesquisa: 21.233.664.
Em teste realizado com um computador de mesa moderno de
poténcia considerdvel foi possivel realizar uma andlise
superficial das maquinas a uma taxa de aproximadamente 40
por segundo. A varredura de todas as mdquinas possiveis
levaria portanto em torno de uma semana de execucdo
ininterrupta.

I1I. COMPORTAMENTOS OBSERVADOS

Nesta secdo serdo descritos os diferentes tipos de
comportamento observados na andlise das séries numéricas
produzidas pelas maquinas estudadas.

A. Regimes estaciondrios

Um grande ndmero das maquinas estudadas converge
rapidamente para o estado inicial, aceitando assim todos os
nimeros ao menos a partir de um limite inferior, ou ainda
deixa de retornar ao estado inicial, e ndo parece aceitar
novamente qualquer outra entrada. Foram observadas nos
testes apenas 100 transi¢des, porém ndo ha ainda prova formal
de que este valor seria o suficiente para determinar com
certeza se estas maquinas realmente entraram em estado
estaciondrio apesar de ndo se observarem mais mudangas.

Algumas mdquinas  apresentaram  transitérios
relativamente longos antes de entrar em estado estaciondrio.
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Foram encontradas 4.787 maquinas em que o estado inicial foi
visitado pela dltima vez ap6s 10 transi¢des, e antes de 20. Por
outro lado, todas as mdquinas encontradas que convergem
para o estado inicial o fizeram em no maximo 10 transicdes.

B. Osciladores

Um grande numero de maquinas oscila entre o estado inicial e
outros, criando reconhecedores de nimeros pares ou impares.
Note que estamos sempre desconsiderando um possivel periodo
transitério inicial. Osciladores de trés tempos também sdo
bastante comuns, tanto com uma visita ao estado final a cada
periodo, quanto com duas.

Maiquinas estaciondrias e osciladores de 2 e 3 tempos
formam uma boa parte das maquinas estudadas. De todos os
milhdes de maquinas estudadas, menos de 215.000 ndo eram nem
estaciondrias nem osciladores de 2 ou 3 transi¢ées por periodo.

Foram encontrados ainda osciladores de 4 até 8 tempos, e
ainda alguns de 10 e 16 tempos. A Tab. 1 apresenta quantas
maquinas periddicas foram encontradas para cada periodo de
oscilacdo, e em quantos diferentes tipos.

Periodo Tipos  Quantidade

4 3 28.177
5 3 4.815
6 4 1.803
7 3 700
8 1 533

10 2 90

16 1 49

Tab. 1. Distribui¢ao de osciladores encontrados.

A Fig. 1 apresenta o funcionamento do oscilador de 8 tempos.
O quadrado pontilhado indica o estado atual da mdquina em cada
instante. Note como no quinto e no nono instantes um par de
estados acaba sendo desligado da madaquina. Estes estados
permanecem na memoria, mas jamais sdo acessados novamente.
O nono instante corresponde ao primeiro, porém os estados
excedentes sendo desligados no primeiro instante foram omitidos
na Fig. 1 para fins didaticos.

C. Sequéncias polinomiais

Todas as mdquinas encontradas que reconhecem séries
aperiddicas funcionam de uma maneira semelhante. Apés um
periodo inicial as maquinas adquirem uma estrutura circular, e
novos estados vao sendo acrescidos a este laco com o passar
do tempo. Cada vez que a maquina retorna ao estado inicial,
um nimero é reconhecido, que € o nimero de transi¢des que
ocorreram. A Fig.2 ilustra a estrutura circular destas
maquinas.

Uma técnica que se mostra sempre ttil no estudo de séries
numéricas € analisar as diferengas progressivas entre os
ndmeros, ou os incrementos necessdrios para formar os
ndmeros sucessores a partir de cada nimero da série. Nestes
autdmatos estudados estas diferencas muitas vezes possuem
uma contrapartida digna de nota: elas se relacionam com
tamanho em que se encontra a maquina ao fim de cada volta.
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Fig. 1. Funcionamento do AFA oscilador de 8 tempos.

A classe de séries numéricas aperiddicas mais simples que
foram encontradas foi a de polindmios. Uma das mdquinas
mais comuns € a capaz de reconhecer nimeros triangulares,
caracterizados por f(n)=(n>+n)/2>00 f(n)= f(n—D+n- A
cada volta completa, ocorre nestas madaquinas apenas o
acréscimo de um tnico estado ao anel. Foram encontradas
69.366 maquinas que reconhecem séries triangulares, ou com
variacOes simples tal como a adi¢do de um valor constante.

Fig. 2. Exemplo de AFA ligado a séries polinomiais. Um reconhecimento devido
ao nimero triangular 6 ocorre no segundo momento.

Outras duas maquinas reconhecedoras de séries polinomiais
foram também encontradas. Uma tnica mdquina foi
encontrada que reconhece os numeros da série dada por
fm=@*+7n)/2. Ela também reconhece adicionalmente o

nimero 1. Trés maquinas também foram encontradas que
reconhecem valores de polindmios de terceira ordem. Duas
reconhecem o polindmio (,’ +5»)/6, € uma variante reconhece

os valores subtraidos por 1.
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D. Seqiiéncias exponenciais

Outra classe de séries de nimeros inteiros que foi encontrada
com bastante frequéncia nesta pesquisa foi a de expressdes
envolvendo exponenciais. Maquinas que reconhecem as
poténcias de 2 sdo bastante comuns, tendo sido encontradas
67.939 vezes na varredura. Algumas outras séries exponenciais
encontradas foram séries como a integracio dupla de 2"
acrescida de constantes, exponenciais na base 2 com cofatores
como 3 e 10, e ainda exponenciais acrescidas de termos
polinomiais.

Duas interessantes séries exponenciais encontradas merecem
destaque. Uma delas € reconhecida por duas maquinas, que
diferem pela funcdo G ser do tipo p6s em uma e pré em outra. Ela
€ dada pela féormula

[(1+\/§T”—(1—\/5T”}/\/5—1

Outras séries exponenciais interessantes encontradas foram
F(n)—n onde f(y) indica a série de Fibonacci [4], e ainda esta

mesma série com os valores incrementados por 1 [5].

E. Segqiiéncias inexatas

Algumas das séries encontradas possuem valores que se
aproximam de fungdes polinomiais ou exponenciais, porém sao
construidas de maneiras que impedem que valores exatos possam
ser calculados. Dois tipos de séries com férmulas inexatas foram
encontrados.

O tipo mais comum sdo séries que possuem similaridades com
maquinas de séries exponenciais ou polinomiais, porém hd uma
espécie de chaveamento que alternadamente habilita e desabilita o
comportamento que fabricaria uma série correta. Isto pode ser
verificado analizando-se as diferencas sucessivas dos valores da
série. Ao invés de encontrar valores tipicos, encontramos o0s
valores tipicos com repetigdes.

Uma outra classe de séries inexatas encontrada possui valores
que se aproximam muito de uma fung¢@o exponencial, porém o
erro de arredondamento encontrado possui um aspecto erratico, e
ndo pode ser pré-determinado facilmente. Foram encontrados
alguns milhares de maquinas que produzem tal tipo de
comportamento, porém apenas uma foi estudada de forma mais
aprofundada até o momento.

A Fig. 3 apresenta algumas das transicdes da madquina
estudada. Cada cadeia nesta figura representa um instante de
desenvolvimento da maquina. A estrutura é sempre circular, e a
cadeia mostra a mdquina aberta a partir do estado atual. Os
quadrados indicam a fungdo adaptativa associada a cada
transicdo, e as arestas entre eles sdo os estados da maquina. O
estado de aceitaco € representado por uma aresta cortada.

A série correspondente a este AFA inicia com os valores:

0259 1524385990 137207 312 470 707 1062...

Suas diferengas sucessivas sao dadas por:

2346914213147 70 105 158 237 355
E possivel ajustar uma funcio exponencial para aproximar estes
valores, obtendo-se a férmula 73/40 x (3/2)" . Os valores obtidos
precisam porém ser arredondados para efetivamente produzir os
valores de interesse.

Até o momento ndo foi encontrada uma férmula fechada para



4° Workshop de Tecnologia Adaptativa— WTA’2010

realizar o cdlculo dos nimeros aceitos pela maquina, mas apenas
relacdes de recursdo. Pode-se apenas calcular o tamanho da
maquina pela exponencial com arredondamento para todas
iteracdes até o ponto de interesse, € entdo somar.
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Fig. 3. Funcionamento da mdquina exponencial inexata estudada. Os

quadrados representam as fungdes adaptativas de cada transi¢do. A aresta
cortada indica um estado final.

O programa a seguir em Python calcula o tamanho da maquina
a cada ciclo utilizando apenas com nimeros naturais:
len,knot,n,k=(3, 3, 0, 0)
while True:
if (Ilen==knot):
print len
k+=1
if (n%3==0): len+=1
if (knot==1): knot = len
elif (n%3!=0 ): knot-=1
n+=1
Apenas incrementos e testes simples com dlgebra modular sdo
utilizados neste algoritmo. Apesar de ser mais sélida e possuir um
aspecto mais elegante do que a férmula com exponenciacio e
arredondamento, esta técnica exige ndo sé que todos os valores
do tamanho da maquina em cada volta sejam calculados para
calcular a série, mas exige também que sejam calculados em
ordem.

1V. CONCLUSOES

Este artigo apresentou andlises do comportamento de
um grande grupo de autdmatos finitos adaptativos que estd
sendo estudado exaustivamente. As maquinas foram geradas a
partir de um gabarito em comum, variando-se parametros
dentro de todas suas possibilidades. Cada mdaquina foi
simulada a partir de um mesmo estado inicial, até a centésima
transi¢do, produzindo uma série de ndmeros inteiros
caracteristica que sdo os nudmeros das transi¢des em que a
madquina retornou ao estado inicial.

As séries encontradas até o momento puderam ser
classificadas entre classes tradicionais que se estudam em
Teoria dos Numeros, como séries periddicas, polinomiais e
exponenciais. Foram ainda encontradas séries que nao
possuem férmulas fechadas para seu cdlculo, mas apenas
férmulas recursivas. Algumas destas férmulas recursivas ainda
se mostraram bastante complexas.

Entre as mdquinas estudadas encontra-se um grande
nimero poderiam ser facilmente reconhecidas como
equivalentes. Por exemplo, toda a familia de maquinas em que
a funcdo F jamais cria transicdes atreladas a funcdo G
independe da defini¢do de G. Esta forma de independéncia se
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reflete justamente no nimero de madaquinas diferentes que
implementam um mesmo comportamento, dando uma nogao
do qudo complexo aquele comportamento €. Mdquinas mais
simples podem ser implementadas de mais maneiras
diferentes. Fungdes com poucas possibilidades de
implementagdo possuem menos parametros independentes, e
estdo portanto explorando mais as possibilidades oferecidas
pelo gabarito.

As andlises realizadas aqui podem servir de ponto de
partida para estudos maiores, com outras formas de gabarito,
ou ainda estudos mais aprofundados das madaquinas ja
avaliadas. O formato tipico dos autdmatos aperiddicos com
anéis que crescem ao longo do tempo foi algo evidenciado
nesta pesquisa e que poderia receber agora um estudo
dedicado. Para tal seria ttil determinar uma forma de gabarito
que produza apenas maquinas com este comportamento, ou
ainda um teste que determine a priori se uma a maquina é
desta classe.

Outras melhorias ainda podem ser feitas nos préprios
programas utilizados nas andlises desta pesquisa. E preciso
automatizar a classificacdo das séries entre estaciondrias,
periddicas, polinomiais, exponenciais e séries inexatas, e
buscar igualmente maneiras de tentar prever este
comportamento sem efetivamente emular o funcionamento do
automato. Estes desejos ainda suscitam naturalmente
questionamentos de cunho tedrico, como da prépria
possibilidade de se realizar este tipo de classifica¢do a priori,
e ainda da possibilidade de se construir automaticamente
madquinas para reconhecer séries encomendadas.
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