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Categorias

O que é uma cateqgoria ?




Categorias

O que é uma cateqgoria ?

— Uma categoria € um par de colecoes:

» ColecOes de:
— ODbjetos
— Relagdbes entre objetos

f:A> B

Objeto A Q/—\
Q Objeto B

— tals que:



Categorias

— Uma categoria € um par de colecgdes:

» ColecOes de: 1
— Objetos A f:AZB
—Morfismos 1ot ASC D 1,

» tals que:
C g:B>C
Ic

1. A cada objeto deve corresponder um morfismo

identidade: VA ,314,:4 - A

2. Dados dois morfismos f:A - Be g:B — C, existe 0
morfismo composto designado por fog: A —» C

3. A composicao de morfismos & associativa



Categorias
* Notacao e nomenclatura:
f g
A B C
* Ou
f
A———

B
l :
C
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14
A%NAQB
B
gof :A>C fi)

C g:B>C
Ic

» As relacGes em uma categoria sao denominadas

morfismos

1p
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Diagrama comutativo

uq

p s

> Y

"4'1 Uz

us
Tx > Ty

Diagrama comutativo: nesse diagrama sdo expressos morfismos
comutativos entre X e Txe Ye Ty.



Exemplo (adamek et a, 2004)

— Categoria Z-Seq
» Objetos: 2-reconhecedores de cadeias de
simbolos do alfabeto finito X
— Os objetos sao dados pela quadrupla (Q,9,q,,F), onde

Q: conjunto finito de estados

0: £ X Q =2 Q e o mapa de transicoes de estados
Jo € 0 estado inicial

F : conjunto de estados finais

« Morfismos: f: (Q,8,00,F), 2 (Q,8,9°,F)

0
— Tipo particular de morfismo: Simulacoes ZXQ— Q
» E um morfismo tal que: ¢ l l f
6(c,1(q)=1(5(c,0))

"
f(do) = mra T
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Exemplo (adamek et a, 2004)

— Categoria X-Seq
* Objetos: X-reconhecedores de cadeias de

simbolos do alfabeto finito X
— Os objetos R s&o quéadruplas (Q,$,9,,F)

- Morfismos: f: (Q,5,q,,F), 2 (Q',5",9,,F)
— Tipo Simulacdes R 2> R’
» tal que:

S f(@)=f6,q) EXQ—> Q R
f(0e) = fl lf o lf
EXQ 2 Q R
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Exemplo (adamek et a, 2004)
— Categoria 2-Seq

« Composi¢do de morfismos: 5X0 s Q
— Tipo Simulagoes Il?e R = I1'\" f f
» tal que: T XQ L Q’
6(c, (@) =f(G(c,q) . 9
f(do) = d'g 5"
5'(c’, 9(@) =9 (8 (o, q) XQ—a R

g(d’e) = a7




Exemplo (Adamek et al, 2004) e
— Categoria 2-Seq

« Composicao de morfismos: 5X0 s Q R
(0, 1(q))=1(3 (o, Q) f f

f(do) = a 5

6"(c’, 9(q)) =9 (8 (", q)) IXQ —Q R
9(q'0) = ' . 9
6"(c,90f(q)=gof(d(c,q))

6” ”
gof(a)= 9% IXQ —Q R




ExemplO (Adamek et al, 2004) e

— Categoria Z-Seq
« Composicao de morfismos:

6'(c,f(q)=f(6(c,0q)

f(do) = dg

6"(c’,9(q)) =9 (8 (c',d))
9(q'0) = a9
6"(c,gof(q)=gof(@(c,q))
gof(de) = q%




ExemplOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut

e Objetos: autdbmatos finitos (Adamek et al)
— Os objetos sao dados pela séxtupla (Q,2,Y,3,d,,Y), onde
Q: conjunto finito de estados
> e Y: conjuntos de simbolos de entrada e de saida resp/
0: £ X Q =2 Q e o mapa de transicoes de estados
Jo € 0 estado inicial
y: Q 2 Y é 0 mapa de saida

« Morfismos: 3-f: (Q,Z,Y,5,95Y), 2 (Q,2,Y",8,9°5,Y)
Sfeatrlpla(f fy, fy)
Q> Q
fZ: Sy
f,o Y DY
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ExempIOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Morfismos: 3-f: (Q,Z,Y,3,q,,Y), =2 (Q,2,Y",8,9°,,Y)
3featr|pla(f fo, 1))
Q=>Q
fZ: SS>Y
f,: YDV

Obs. 6:2XQ >0
y-Q=2>Y
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ExempIOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Morfismos: 3-f: (Q,Z,Y,3,q,,Y), =2 (Q,2,Y",8,9°,,Y)
3featr|pla(f fo, 1))
:Q~>Q X Q LN 0Ly
fZ: SS>Y
f,: YDV

Obs. 6:2XQ >0
y-Q=2>Y
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ExemplOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Morfismos: 3-f : (Q,2,Y,8,9,,Y), 2 (Q,2,Y,8,9°0,Y")
3featr|pla(f fy, fy)

:Q~>Q EXQL QLY
fZ:ZQZ’
f: Y2V 5
IXQ — Q ——>Y

Obs. :2XQ—>Q
y-Q=2>Y



WTA 2015

ExemplOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Morfismos: 3-f : (Q,2,Y,8,9,,Y), 2 (Q,2,Y,8,9°0,Y")
3featr|pla(f fy, fy)

Q%Q EXQLQLY

fz:zey
frYSDY fo 9
Y- 6, y;

IXQ —Q ——>Y

Obs. :2XQ—>Q
y-Q=2>Y



WTA 2015

ExemplOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Morfismos: 3-f : (Q,2,Y,8,9,,Y), 2 (Q,2,Y,8,9°0,Y")
3featr|pla(f fy, fy)

Q%Q ZXQLQLY

fz:zey
iy | f f f
i YDV fl Ql . lQ l '

Z‘X Q’ H Q’ L Y’

Obs. :2XQ—>Q
y-Q=2>Y



ExemplOS (Adamek et al, 2004) e

— Categoria Aut

Morfismos: 3-f : (Q,2,Y,8,9,,Y), 2 (Q,2,Y,8,9°0,Y")
3featr|pla(f fy, fy)

:Q~>Q ZXQLQLY

fz:zey

f Y S>Y fflle N lfQ ; XfY
EXQ —Q ——Y

Tais que:

0" (fs(o) fo(a))=fs(5(c.q))

fy(y@)=y" (fo@))

fQ(qO):q’O

Obs. :2XQ—>Q
y-Q=2>Y
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ExempIOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut £X0 s 0Ly
Objetos: A = (Q,S,Y.,d,q0,y) le le l f, l £
Morfismos: f: A 2> A’ y

’ ’ ) ) ) y 2‘>(Q,HQ, >Y’
T (Q.Z,Y,8,00,y), 2 (Q.2,Y,5.,0%,Y)

f € umatripla (fy, fy, fy)
Composicao de morfismos:
A>AS>A



WTA 2015

ExempIOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut £X0 s 0Ly
Objetos: A = (Q,S,Y.,d,q0,y) le le l f, X £
Morfismos: f: A 2> A’ y

’ ’ ) ) ) y Z'X Q, — Q, >Y’
F:(Q.XY.8,00y), 2 (Q.X,Y,5.0%Y)
f eumatrlpla(f fy, fy) : l ng ng Y’ X o
Composicao de morfismos: TXQ = QY

A>A>A
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ExempIOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Objetos: A =(Q,S,Y,d,q0,y)
Morfismos: f: A > A
f:(Q.XY,8,00y), 2 (Q.2,Y,8,9%,Y)
f € umatripla (fy, fy, fy)
Composicao de morfismos:
A>A >A
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ExempIOS (Adamek et al, 2004)

— Categoria Aut
Objetos: A =(Q,S,Y,d,q0,y)
Morfismos: f: A > A
f:(Q.XY,8,00y), 2 (Q.2,Y,8,9%,Y)
f € umatripla (fy, fy, fy)
Composicao de morfismos:
A>A >A

Yo fexo y' o fq
y’ 0 gq 0 fy

6" 0 Ozxq O fyxo Oy
9o




Categorias de categorias

« Categoria em que cada objeto € uma
categoria

— Nesse caso 0s morfismos entre dois objetos
A e B (categorias A e B ) passam a ser
denominados funtores

* Funtores tém estrutura mais complexa que
morfismos em geral: F: A > B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

» Questao: dada a categoria A, dominio do funtor F,
guais sao 0s objetos de funtores correspondentes na
categoria B, codominio de F ?




Funtores

« Funtores tém estrutura mais complexa que morfismos em geral:
F:A—>B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

Categoria A

v
Categoria B



Funtores

« Funtores tém estrutura mais complexa que morfismos em geral:
F:A—>B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

f

Y
Categoria A

l 9

Z

v
Categoria B



Funtores

« Funtores tém estrutura mais complexa que morfismos em geral:
F:A—>B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

f

X Y
Categoria A
l 9
Z
F
F(X) F(Y)
v J/
Categoria B

F(2)



Funtores

« Funtores tém estrutura mais complexa que morfismos em geral:
F:A—>B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

f

X Y
Categoria A F(f:X>Y)=
l I R O > F(Y)
Z
- F(f)
F(X) F(Y)
l F(g)
\ /
Categoria B

F(2)



Funtores

« Funtores tém estrutura mais complexa que morfismos em geral:
F:A—>B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

1X® f
X Y

Categoria A F(f:X>Y)=
l I R O > F(Y)
Z

1e _
- F6) F(f) F( 1X) — 1F(x)
F(X) F(Y)
l F(g)
\ /
Categoria B

F(2)



Funtores

« Funtores tém estrutura mais complexa que morfismos em geral:
F:A—>B
— Mapeiam cada objeto de A em cada objeto de B
— Mapeiam cada morfismo de A em cada morfismo de B

1X® f
X

Y
Categoria A l F(f:X>Y)=
9
Z

F(f): F(X) > F(Y)
gof
e, _
. *) F(f) F(1y) = 1F(x)
F(X) F(Y)
F(g )
v F(gof) l F(gof)=

Categoria B F(2) F(g)oF(f)
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Funtor Esquecimento: Transforma uma categoria, removendo-lhe

parte da estrutura.
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Z > W Z > W
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X > Y X > Y

Funtor Livre: transforma uma categoria, adicionando nova estrutura.



Exemplo

» Categoria de circuitos ou redes

 Circuitos ou redes contém
— NOs (ou vertices)
— Ramos (ou arestas) entre 0s nos
— Caminhos formados pela concatenacao de ramos

* Dois circuitos podem ser combinados para
produzir um Nnovo circuito
— E interessante que 0s circuitos sejam 0s
morfismos dessa categoria

« A combinacao ou associacao de dois circuitos
seria vista como uma composicao de morfismos
— Ent&o, quem sao os objetos da categoria ?
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Circuitos ou redes

* Exemplo de circuito ou rede
no
/\

ramo

ramo no

— Como se constrdi o circuito ?
* Coloca-se um no
 Liga-se 0 nO a outro no atraves de um ramo



WTA 2015

Circuitos ou redes

* Exemplo de circuito ou rede

circuito

— Como se constroi o circuito ?

* Junta-se dois circuitos em um unico, fazendo
alguns nos coincidirem com nos do outro



Circuitos ou redes

« Categoria Circ de circuitos (ou redes)
— ODbjetos: sao grafos (orientados e rotulados)

— Morfismos: sdo “circuitos”
« S&40 mapeamentos de grafos em grafos
* NOs: sao grafos degenerados (sem arestas)

* Os morfismos entre esses objetos (grafos) devem:
— Levar n0s a nos
— Levar ramos a ramos
— Preservar a estrutura dos objetos



Categoria Circ WTA 2015

* Descricao dos objetos

— Sao grafos orientados e rotulados

» Orientados: nO origem (source s) e no destino
(target t)

* Roétulor
— Os objetos sao quintuplasI'=(E, N, s, t, r)
» E: conjunto de arestas, ou ramos
N: conjunto de nos
* S: mapa de origens (s: E->N) r
t: mapa de destinos (t: E->N)
 r- mapa de rotulos (r: E->L, L um conjunto
de valores de rotulos, ou labels)

Se
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Categoria Circ

* Descricao dos morfismos
— Morfismo f entre os objetosI'e I'°

ef:I' >0
» Corresponde adupla (fy,fg)
—f NN
—fe EDFE L |
» Tal que: sT— T T %,
. f (S(e)) s(fy(e))
E— N r _E__)r
Ll ]
E N °t °t
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Categoria Circ

* Descricao dos morfismos

— Morfismo f entre os objetosI'e I'°
« Analogamente, para os destinos (targets):

+ Ty(t(e))=t(1y(e))

E%N

l lf,\, S o
t

EE—> N’
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Categoria Circ

* Descricao dos morfismos

— Morfismo f entre os objetosI'e I'°
* E, para os rotulos (labels):

re))=r(fe(e))



DiscussoOes

* Estudo de generalizacoes - Bibliografia

Produtos e coprodutos
_imites e colimites, spans e cospans

Pullbacks e pushouts

* AplicacOes a automatos adaptativos
— Construcao da topologia = Circ
— Comportamento adaptativo - Funtores sobre

Circ
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Obrigado !

Perguntas ?

Joao Kogler
kogler@usp.br
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